LE CONICHE
Lo studio delle curve piane chiamate coniche, e cioè le ellissi, le parabole e le iperboli, risale all'antichità. Un’analisi delle proprietà di tali curve è stata redatta da Apollonio di Perga (circa 262-190 a. C.), che nella sua opera definisce le coniche come le curve ottenute dall'intersezione di un cono circolare retto infinito con un piano; le diverse inclinazioni del piano generano le diverse coniche. 
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 clicchi qui accedi ad una visione animata di quel che accade tagliando un cono circolare retto (avente come asse di simmetria l'asse z) con un piano con inclinazione rispetto al piano z = 0 maggiore, minore od uguale a quella delle generatrici del cono (dicesi generatrice una retta che passa per il vertice del cono e sta sulla sua superficie, la cui rotazione attorno all'asse del cono genera il cono stesso).  Puoi studiare meglio il fenomeno azionando la [image: image2.png]


 animazione "coniche".
 una sintesi della animazione:  se taglio il cono con un piano, non passante per il suo vertice, inclinato come una generatrice ottengo una parabola; se il piano è inclinato di più o di meno ottengo un'iperbole o un'ellisse.  Se guardo queste intersezioni dal vertice del cono, dirigendo lo sguardo come l'asse di rotazione, le vedo tutte circolari o, meglio, come un cerchio (l'ellisse) o un cerchio bucato (la parabola) o un semicerchio (l'iperbole); vedi figure sotto a destra. 
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Il fatto che ellissi, iperboli e parabole ([image: image4.png]


 figure 2) possono essere ottenute dalla intersezione di un cono con un piano è all'origine del fatto che tali curve vengono chiamate coniche
«Guardo una figura tracciata sul terreno da una distanza di circa 20 m e da un'altezza iniziale di 2 m. Vicino alla figura è collocato un sistema di "assi" di riferimento, con assi finiti (lunghi 10 m ciascuno). La figura sembra un arco di ellisse. Ma man mano che mi alzo (l'altezza passa da 2 m a 60 m) la figura mi appare come una parabola.  È possibile che una parabola venga vista come un'ellisse?».

Affrontiamo, dunque, questo problema
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Sopra abbiamo visto come una parabola, vista dal basso, possa apparire un'ellisse.  La figura sotto illustra come mezza iperbole, collocata nel piano xy ed avente gli assi x ed y come asintoti (anche in questo caso raffigurati parzialmente), man mano che il mio sguardo si dirige più orizzontalmente tende ad assumere forma ellittica, fino a che (figura D), quando lo sguardo è diretto parallelamente alla sua bisettrice, si presenta al mio sguardo proprio come una semiellisse (e gli assi x ed y mi appaiono come rette tra loro parallele).
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Sotto è illustrata la direzione dello sguardo nella situazione D.
Come è possibile ciò?  Proviamo a dare una risposta.
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    Quanto ora detto permette di concludere anche che ([image: image11.png]


 proiezioni tra superfici) le coniche sono ottenibili l'una dall'altra mediante una proiezione centrale, e che quindi sono indistinguibili dal punto di vista delle proprietà proiettive.

Le coniche possono essere tutte ottenute, nel piano xy, come grafico di una equazione polinomiale di 2° grado, ossia di un'equazione in x ed y del tipo  ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0 (affinché sia di 2° grado occorre che a, b e c non siano tutti nulli).
    Un'equazione di questo genere ha alcuni casi "degeneri": casi in cui non ha "punti" (x,y) che la risolvono (ad es. x2+y2+1=0), o ha per soluzione solo un punto (ad es. x2+y2=0, soddisfatta solo se x=0 e y=0) o una retta (ad es. (x−y)2=0, soddisfatta solo se y=x) o una coppia di rette (ad es. x2−y2=0, soddisfatta solo se y=x o y=−x).  Negli altri casi rappresenta un'ellisse, un'iperbole o una parabola.
    Si può dimostrare che la classificazione in queste tre categorie dipende solo dai valori di a, b e c.Vediamo la casistica:
• se  b2−4ac = 0  (ad es. (x−2y)2+3y−4=0) è una parabola,
• se  b2−4ac > 0  (ad es. (x−y)(x+2y)+3y−4=0) è una iperbole,
• se  b2−4ac < 0  (ad es. 0.5x2+y2+3y−4=0) è una ellisse.
    Ecco, in ordine, i grafici dei tre esempi fatti sopra, tra parentesi:
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Analiticamente:

 Il cerchio di centro C e raggio r è l'insieme dei punti che distano r da C:
        { P : d(P,C) = r } = { (x,y) : (x – xC)2 + (y – yC)2 = r 2 }
    Tutti i cerchi sono comunque ottenibili dal cerchio di centro (0,0) e raggio 1, cioè di equazione x2+y2=1, componendo [image: image13.png]


 trasformazioni di scala monometriche e traslazioni.

    Le ellissi sono le figure ottenibili dallo stesso cerchio componendo movimenti piani e trasformazioni di scala anche non monometriche.
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	    A lato (disegno a sinistra) è illustrato come dal cerchio x2+y2=1 (α) è ottenibile il cerchio β con una trasformazione di scala monometrica (di fattore 4) e, poi, il cerchio γ con una traslazione (di vettore (4,3)).

	    A destra è illustrata la generazione delle ellissi β (con una trasformazione di scala fattori 5 e 3) e, poi, γ (con una traslazione di vettore (4,4) seguita da una rotazione attorno a (4,4) di –30°).




  Le figure di equazione y = ax2 (con a numero reale diverso da 0) e quelle ottenute da esse con movimenti piani vengono chiamate 

 parabole. Il disegno sotto a sinistra illustra una possibile generazione della parabola γ: la parabola y=2x2 (α) viene traslata con Δx = –3, Δy = 1 (ottenendo β) e infine ruotata di 240° attorno alla nuova posizione del vertice, cioè del trasformato del punto (0,0) della parabola iniziale.

[image: image18.png]



    Le figure di equazione y = a/x e tutte quelle ottenute da esse con movimenti piani vengono chiamate iperboli equilatere. Sono tali α (y=1/x) e β (ottenuta da α con una rotazione di 45°) nel disegno sopra a destra (altri esempi: 

, 

).
    I due "rami" che compongono una iperbole equilatera tendono a spiaccicarsi su due rette perpendicolari. Si chiamano iperboli anche le figure ottenute applicando trasformazioni di scala non monometriche (la figura γ nel disegno, ottenuta da β con una trasformazione di scala che lascia immutate le x e moltiplica le y per 3/4); queste figure tendono a spiaccicarsi su due rette non perpendicolari (le rette su cui tende a spiaccicarsi un'iperbole, o un altro tipo di curva, vengono chiamate asintoti).
    Al posto di iperbole equilatera si usa spesso l'espressione iperbole rettangola, che meglio richiama il fatto che si tratta di una iperbole ad asintoti perpendicolari (nel caso dei poligoni l'aggettivo "equilatero" indica l'equaglianza dei lati, qui la eguaglianza di due particolari segmenti che intervengono in un metodo per tracciare le iperboli che verrà discusso in una successiva voce).
	    Sia i cerchi, che le parabole e le iperboli equilatere sono figure tutte tra loro simili. La figura a lato illustra la trasformazione di scala monometrica di fattore 2 di un cerchio e di una parabola. Le nuove figure sono meno "appuntite" ma hanno la stessa forma.
    La parabola y = ax2 si ottiene da y = x2 con la scala 1/a : al crescere di a la parabola si rimpicciolisce (del resto più a è grande più y sale rapidamente al crescere di x, ossia più "stretta" è la parabola).
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  Ellissi, parabole e iperboli sono tutte figure simmetriche, cioè dotate di assi di simmetria: rette rispetto alle quali possono essere "ribaltate" senza cambiare aspetto, ossia rispetto alle quali sono simmetriche di sé stesse [[image: image23.png]


 trasformazioni

 HYPERLINK "http://macosa.dima.unige.it/om/voci/trasgeo/trasgeo.htm" \l "4" 
 geometriche].
Ogni retta è simmetrica (oltre che rispetto a sé stessa) rispetto a una qualunque retta ad essa perpendicolare. Ogni segmento è simmetrico (oltre che rispetto alla retta a cui appartiene) rispetto alla retta perpendicolare che passa per il suo punto medio (che viene in genere chiamata semplicemente asse del segmento). Ogni angolo è simmetrico rispetto alla bisettrice, ossia alla retta che lo divide in due angoli di uguale ampiezza. L'ellisse ha 2 assi di simmetria; se è un cerchio ne ha infiniti.  L'iperbole ne ha 2, la parabola 1
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Segmenti, rettangoli, rombi, ellissi e iperboli sono tutte figure dotate di un centro di simmetria: un punto rispetto al quale possono essere ruotate di 180° senza cambiare aspetto, ossia rispetto alle quali sono simmetriche di sé stesse [[image: image25.png]


 trasformazioni

 HYPERLINK "http://macosa.dima.unige.it/om/voci/trasgeo/trasgeo.htm" \l "8" 
 geometriche]. Lo sono anche tutti i poligoni regolari con un numero pari di lati.

 Abbiamo già visto le funzioni lineari, x [image: image26.png]


 a x + b, aventi per grafico una retta [[image: image27.png]


 figure 2]:
•  sono crescenti se a > 0 (x [image: image28.png]


 2x–3), decrescenti se a < 0 (x [image: image29.png]


 –3x+1), costanti se a = 0 (x [image: image30.png]


 5)
•  l'equazione F(x) = 0 con F lineare ha 1 soluzione (se a ≠ 0), 0 soluzioni o tutti i numeri come soluzioni (se anche b=0).



  Le funzioni x [image: image32.png]


 a x2 + b x + c, se NOT a = 0, vengono dette funzioni quadratiche. Hanno per grafico una parabola [[image: image33.png]


 figure 2] ottenibile traslando il grafico [[image: image34.png]


 funzione 2] di x [image: image35.png]


 ax2.Infatti con i passi h e k ottengo il grafico di x [image: image36.png]


 a(x – h)2 + k = a(x2 – 2hx + h2) + k =ax2 – 2ahx + ah2 + k   [vedi anche più avanti 

 la figura che illustra la discussione delle equazioni polinomiali di 2° grado].
ax2 – 2ahx + ah2 + k  coincide con

ax2 + bx + c  se –2ah=b  AND  ah2+k= c.
Risolvendo questo sistema posso trovare h e k:
h=-b/2a  

k=c-ah^2=c-b^2/4a
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•  se a>0 (parabola con la concavità verso l'alto) sono decrescenti in un intervallo (–[image: image39.png]


,h] e crescenti in [h,[image: image40.png]


); se a<0 (parabola con la concavità verso il basso) sono crescenti in un intervallo (–[image: image41.png]


,h] e decrescenti in [h,[image: image42.png]


);
•  l'equazione F(x)=0, se F è una funzione di questo genere, ha 0 soluzioni, 1 soluzione o 2 soluzioni.
Rappresentazioni cartografiche



  Abbiamo già osservato [[image: image44.png]


 proporzionalità] che le rappresentazioni cartografiche non riproducono in proporzione le distanze reali, e questa "sproporzione" diventa più evidente man mano che cresce la porzione di superficie terrestre che si vuole rappresentare:  per spiaccicare sul piano un pezzo di superficie sferica alcune zone devono essere dilatate più di altre; se il pezzo è più piccolo è anche più piatto e tutte le zone vengono deformate poco, senza grandi differenze.
    Che significato ha, allora, la scala di riduzione indicata sulle cartine?
    Quella indicata di solito è la scala che vale nei pressi del centro della cartina. A volte su cartine di grandi estensioni si trovano indicazioni come «scala equatoriale 1:…» o «scala sul meridiano centrale e sull'equatore 1:…» o «scala sul parallelo centrale e sui meridiani 1:…» o …, che stanno a segnalare che la scala è valida esattamente solo per distanze lungo l'equatore o per distanze lungo l'equatore e lungo il meridiano centrale o …. Tuttavia nel caso di piccole estensioni (la carta di una provincia, per esempio) la scala varia così poco da non essere apprezzabile con gli usuali strumenti di misura: le distanze alla periferia della cartina possono essere deformate di piccole frazioni di millimetro, non rilevabili con la riga millimetrata e, comunque, scarsamente influenti sul computo della distanza reale.
Nota.  Vi sono superfici curve che, a differenza di quelle sferiche, possono essere "spiaccicate" su una superficie piatta senza alcuna fatica: le superfici cilindriche e quelle coniche. "Tagliandole" opportunamente possono essere sviluppate su un piano; viceversa, incurvando e incollando opportunamemnte un foglio si possono ottenere cilindri e coni.
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Si tratta di superfici che possono avere una perfetta riproduzione piana in scala: la distanze tra due punti su un cilindro o su un cono sono uguali alle lunghezze dei segmenti che li hanno per estremi nello sviluppo piano. Infatti rotte rettilinee su un cilindro o su un cono rimangono tali nello sviluppo piano.  In particolare posso determinarne facilmente anche l'area. Ad es. la superficie laterale del cono è pari a quella del settore circolare che ha raggio pari all'apotema a del cono (distanza tra vertice e bordo di base) e arco lungo quanto la circonferenza di base c del cono, ossia ha area pari a quella di un 

 triangolo di base c e altezza a, ossia: c·a2/2.

	

  Le rappresentazioni cartografiche sono trasformazioni geometriche da una superficie sferica a una piana. Una semplice rappresentazione cartografica è quella illustrata a lato (clicca sull'Italia per una immagine ingrandita), realizzata rappresentando le 

 coordinate geografiche come se fossero coordinate cartesiane (ossia rappresentando meridiani e paralleli con dei tratti rettilinei aventi distanze tra loro proporzionali alle differenze delle coordinate geografiche). A destra dell'Italia è riprodotto anche l'aspetto che assume con questa tecnica di rappresentazione una particolare porzione della superficie terrestre di cui sotto vediamo le sembianze assunte usando altre due tecniche cartografiche.
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(1) proiezione perpendicolare su cilindro circoscritto
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(2) proiezione dal centro su piano tangente


    Queste tecniche, ed altre, usano delle [image: image54.png]


 proiezioni dalla superficie sferica su un piano, come nel caso (2), o su una superficie 

 sviluppabile su un piano, ossia cilindrica, come nel caso (1), o conica.



  Soffermiamoci sulla rappresentazione 

 (1). Sotto (1B) si vede dall'alto la proiezione sul cilindro e lo sviluppo piano di questo. Si vede anche (1C) la forma che assumono alcune regioni terrestri.
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    Questa rappresentazione è usata spesso in quanto ha la caretteristica di rappresentare fedelmente le aree:  il rapporto tra l'area della rappresentazione dell'Africa e quella della rappresentazione del Sud America è uguale al rapporto che effettivamente sussiste tra l'area dei due continenti. Per capire come ciò sia possibile si osservino le illustrazioni seguenti.
    In 1D sono rappresentati un pezzetto di superficie terrestre compreso tra due meridiani e due paralleli molto vicini e la sua proieziezione sul cilindro. La larghezza AB del pezzetto nella proiezione assume una dimensione DE maggiore, come si vede bene nella vista dall'alto 1F. In compenso l'altezza AC del pezzetto nella proiezione assume una dimensione DF minore, come si vede bene nella vista frontale 1E. Questa compensazione fa sì che pezzetto e sua proiezione abbiano la stessa area. Una spiegazione più dettagliata è presente nella successiva nota.
    Da questa osservazione possiamo anche dedurre qual è l'area di una superficie sferica. Sommando tutti i pezzetti e tutte le rispettive proiezioni, abbiamo che la superficie della sfera èuguale alla superficie laterale del cilindro (di altezza uguale al diametro) che la circoscrive. Quest'ultima è uguale all'area del rettangolo che si ottiene sviluppando il cilindro, rettangolo che ha come dimensione orizzontale la circonferenza avente per raggio il raggio r della sfera (2πr) e per dimensione verticale il diametro (2r), ossia vale 4πr2.
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Nota. Spieghiamo meglio la "compensazione" di cui sopra. Se il pezzetto è molto piccolo possiamo approssimarlo con un rettangolino avente AB come larghezza (se il pezzetto fosse grosso il lato opposto ad AB sarebbe molto più corto di AB). Possiamo anche supporre che il lato AC sia rettilineo (se il pezzetto è piccolo la curvatura è trascurabile) e perpendicolare al raggio OA (come se fosse diretto come AK: vedi figura 1E). A questo punto confrontiamo quanto, con la proiezione, è stato ingrandito AB passando a DE con quanto è stato rimpicciolito AC passando a DF, ovvero ad AH.
    Dalla figura 1F si ha che il rapporto tra DE ed AB è uguale al rapporto che c'è tra PD (ossia r) e PA: DE/AB = r/PA. Dalla figura 1E si ha che i triangoli APO e AHC sono triangoli rettangoli simili (hanno gli angoli in A uguali in quanto l'angolo PAC fa 90° sia sommato con OAP che sommato con HAC); quindi AC/AH = OA/PA, ossia AC/DF =r/PA.
    Quindi AC/DF = DE/AB, ovvero:  (area del pezzetto =)  AC·AB = DE·DF  (= area della sua proiezione).



  Consideriamo ora la rappresentazione 

 (2), che ha la caratteristica di rappresentare le rotte rettilinee con rette: infatti una rotta rettilinea è un arco di cerchio che viene tagliato sulla sfera da un piano che passa per il centro ([image: image62.png]


 triangoli), lo stesso piano che, intersecato con il piano su cui avviene la proiezione, dà luogo alla retta che rappresenta la rotta.
    Come mettono in luce le figure sottostanti, questa tecnica dilata sempre più le distanze man mano che ci si allontana dal punto in cui il piano tocca la sfera, ma ha il vantaggio di consentire di tracciare facilmente rotte di navi o areoplani. La figura 2C mette bene in luce il fatto che i paralleli diversi dall'equatore non corrispondono a rotte rettilinee.
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  La rappresentazione (3) sotto illustrata è una proiezione centrale come 

 la (2), ma il centro di proiezione non è il centro della sfera ma è il punto diametralmente opposto al punto in cui il piano tocca la sfera: vedi figura 3A. Questa rappresentazione, come si intuisce dalla figura 3B, ha la caratteristica di conservare gli angoli formati da rotte che si intersecano.
    Si tratta di una rappresentazione molto utilizzata perché localmente riproduce abbastanza fedelmente l'andamento di confini, tratti di costa, fiumi, …. Abbiamo detto "localmente" nel senso che questa "fedeltà" è buona se ci si sofferma di volta in volta su estensioni non troppo ampie: è facile confrontare una strada o un fiume che si sta percorrendo con la sua rappresentazione su una carta così realizzata; ma l'aspetto "globale" della strada o del fiume può apparire piuttosto deformato, anche se non come in una rappresentazione del tipo (2).
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	(3) proiezione su piano tangente da punto della sfera diametralmente opposto
	 [image: image67.png][€2)]









  Le figure seguenti illustrano due tra altri tipi di rappresentazioni cartografiche mediante proiezioni. Si noti che la (5) non presenta l'associazione tra rotte rettilinee nella realtà e nella carta che ha la rappresentazione (2); l'associazione vale per le rotte raffigurate nella figura sottostante (che, con un cilindro disposto così, coincidono con paralleli e meridiani) ma non in generale:  se mi muovo (non procedendo vericalmente od orizzontalmente) lungo il cilindro senza svoltare, genero una spirale, non ritorno nel punto di partenza, e questa rotta non può essere ottenuta sezionando il cilindro con un piano che passa per il centro della sfera.
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(4) proiezione perpendicolare su piano tangente
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(5) proiezione dal centro su cilindro circoscritto


Esercizi:   testo e soluzione     testo e soluzione
